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基于加密物理片的数值流形法中局部网格加密 
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摘  要：数值流形法的数学网格不需要适应求解域内各种不连续界面和边界，因此，总可以用规则的结构化网格建立数学覆

盖。但对于大多数问题，在整个求解域上布置统一密度的网格显得浪费。因此，需要研究在结构化网格上实施局部加密，建

立了加密物理片的方法用以解决这一问题。具体的实施过程中，确定了需要加密的区域后，先在这些区域布置规则的精细网

格，然后找到这些区域中包含的原始网格中的物理片，用精细网格上建立的插值代替被加密物理片上的局部近似，从而提高

了局部近似的阶次。数值算例结果表明，该方法收敛性良好。另外，如果所有物理片上的局部近似都采用 0 阶多项式(常数)，
那么将会得到正定的刚度矩阵。 
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Abstract: The mathematical mesh of numerical manifold method (NMM) does not have to accommodate to various boundaries of 
physical domains, and thus the mathematical coverage is always built by the regular structured mesh. However, for most problems, it 
is wasteful to use the mesh with the uniform density on the the whole physical region. Therefore, it is necessary to study the 
implementation of the local refinement on structured mesh, and a method of refining physical patches is proposed to solve the 
problem. For a practical problem, firstly we determine each region in which the mesh needs to be refined, and it is found that the 
physical patches entirely is contained by the refined mesh. Then, an interpolation on the refined mesh is constructed inside each 
physical patch, and the original local approximation of the physical patch is replaced by the new interpolation. Thus, the order of the 
local approximation is improved. Numerical results show the proposed method has good convergence. In addition, for 
two-dimensional analysis, the stiffness matrix obtained by the proposed method is positive definite if local approximations on all 
physical patches are constant. 
Keywords: numerical manifold method; refined physical patches; structured mesh; local refinement 
 

1  引  言 

数值流形法[13]（NMM）是石根华博士于 1991
年提出的偏微分方程数值解法。无论场变量所处的

位置是否存在不连续面，数值流形法都用完全相同

的方法形成场变量的近似。与有限元等方法相比，

在求解材料变形过程中出现渐进不连续面的问题时

数值流形法有很大的优势。 
用数值流形法求解一个具体问题时，可以通过

两种途径提高精度。第 1 种途径是提高局部近似的

光滑度。很多学者研究了高阶多项式作为数值流形法

的局部近似时的相关问题，例如田荣[4]、蔡永昌[56]、

张国新[7]、邓安福[8]、郭朝旭[9]等。高阶多项式代替

常数作为局部近似带来高精度的同时也导致了线性

相关问题[1012]。 
提高精度的第 2 个方法是加密网格。绝大多数

研究者采用整个求解域上统一密度的网格[1315]，但

具体的问题中，要达到等精度的计算结果，不同区
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域所需的网格密度往往不相同，因此，经济的解决

方案是在不同区域布置不同密度的网格。部分研究

者利用有限元成熟的前处理[16]经验，在局部非结构

化加密的网格上进行计算[1718]。 
数值流形法的主要优点之一是可以利用任何

覆盖求解域的数学网格，因此，结构化网格是一种

合理的选择，这样不仅可以降低网格布置的难度，

也易于利用规则的网格得到最高的插值精度。数值

流形法结构化网格加密方面的研究非常少，本文之

前惟一发表的成果是苏海东和祁勇峰提出的部分重

叠覆盖方法[19]，但这种方法需要根据求解域的形状

来布置加密的网格，通用性较差。本文提出通用性

良好的加密物理片方法来解决这个问题。 
本文中在需要加密的区域中的物理片上布置

结构化网格，然后利用每个物理片中的网格建立分

片插值，用建立的分片插值作为物理片上的局部近

似函数。通过这种方式实现网格加密，并得到比网

格未加密时更光滑的位移近似表达式。笔者称这种

方法为加密物理片方法。 

2  用加密物理片方法加密局部网格 

最早的数值流形法文献中，构成数学网格的每

一个局部区域被称为数学覆盖，而这些区域被物理

网格切割后形成的更小区域（位于求解域中的部分）

被称为物理覆盖。但在拓扑学中，如果一系列集合

Bi (i=1,2…)的并集能够包含集合 A，那么称 Bi 

(i=1,2…)的并集为 A 的覆盖。因此，为了与拓扑学

中的概念一致，本文中称构成数学网格的每一个局

部区域（原来被称为“数学覆盖”）为数学片，数学

片被各种物理边界切割后形成的区域（原来被称为

“物理覆盖”）为物理片，数学片的并集为数学覆盖，

而物理片的并集为物理覆盖。 
建立了物理片的概念之后，下面详细叙述加密

物理片方法的原理。 
2.1  常规物理片的加密 

拉格朗日形式的数值流形法插值中，位移的近

似表达式为 

     
p

h h

1
j j

j
u w u


r r r ,  r       （1） 

式中：r 表示插值点的坐标，wj(r)为权函数。 
从式（1）可以看出，任意一点位移的近似是

包含该点的所有物理片上的局部近似函数加权求和

得到的。对于二阶的连续介质问题，每个物理片上的

任何连续函数都可以作为该物理片上的局部近似。 
图 1 中画了数值流形法的局部四边形网格，

ABCD 是一个流形元，它被 4 个物理片 PA、PB、PC

和 PD 包含，图 1 中分别画出了这 4 个物理片和流

形单元 ABCD 在它们中的位置。ABCD 中任意一点

的位移近似由 PA、PB、PC和 PD上的局部近似用权

函数加权求和得到，0 阶数值流形法中，PA、PB、

PC和 PD上的局部近似函数都是常数。 
 

 

图 1  四边形流行元 ABCD 和包含它的 4 个物理片 
Fig.1  Rectangular manifold element ABCD and its four 

physical patches 

 
现取出一个物理片 PC单独分析，在 PC中布置

结构化网格作为覆盖它的数学网格，如图 2 所示。

然后用 PC中各种不连续面切割网格中的数学片，形

成物理片，再由物理片形成流形元。然后，可以像

常规数值流形法中那样，利用 PC中的网格建立其上

的插值，并将得到的插值整体用作 PC上的局部近似

函数表达为 

     h h

1
 , 

p'

C j' j' C
j'

u w u P


  r r r r     （2） 

式中：当在 PC中布置了网格后， h
' ( )ju r 是新网格中

的物理片 Pj'上的局部近似函数。这里加上标'表示：

Pj' 为 PC 中布置的局部网格中的物理片，区别于原

始网格中的物理片。wj' (r)为 Pj'上的权函数；p'为 PC

中布置的局部网格中的物理片数目。 
 

 

图 2  物理片 PC的加密 
Fig.2  Refinement of physical patch PC 

 

在物理片 PC上划分网格，并将在 PC内部的网

格上得到分片插值作为 PC 上的局部近似函数，如 

D 

A B 

C 

PA PB 

PC PD 
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式（2）。如果 PC内部没有不连续面，那么公式右端

将是连续的、分片光滑的。由于式（2）中的 wj' (r)
一般采用多项式，因此，式（2）得到的物理片 PC

上新的近似函数阶次比原来 PC 未加密时其上的局

部近似阶次高，加密之后将会提高解的精度。 
当在 PC上布置如图 2 所示的网格后，图 1 中的

网格变成如图 3 中新的网格。把式（2）代入式（1），
可得到原始网格中的流形元ABCD 中任意一点的位

移近似函数。如图 3 所示，对于 ABCD 中一点 r 来
说，其位移近似由 7 个节点对应的自由度决定：如

图 1 所示的原始网格中节点 A、B、D 对应的物理片

PA、PB 和 PD 包含流形元 ABCD，因此，A、B、D
点参与 r 的位移插值；节点 C 对应的物理片 PC 被

加密，加密后，PC上的局部近似在点 r 的值由 E、
F、G 和 H 4 个点插值得到，因此，点 r 的位移近似

公式与 E、F、G 和 H 相关。综合起来，点 r 的位

移近似由 A、B、D、E、F、G、H 这 7 个点决定。 
 

 

图 3  物理片被加密后 ABCD 周围的网格 
Fig.3  Meshes around ABCD after refinement of PC 

 
2.2  奇异物理片的加密 

图 4 中左边的物理片 PM中包含一个裂纹尖端，

其中斜线表示裂纹。在求解断裂力学问题时，这样

的物理片被设置成奇异物理片[13, 2021]。当需要对 PM

加密时，先将 PM 当作常规物理片，布置网格形成

其上的物理片，然后将 PM 上的新网格中裂纹尖端

附近的节点（图 4 右边用小正方形标记）对应的物

理片设置成奇异物理片，来反映裂纹尖端的奇异性。 
 

 

             (a) 奇异物理片           (b) 加密后的奇异物理片 

图 4  奇异物理片的加密 
Fig.4  Refinement of a singular physical patch 

2.3  具体问题中的加密 
第 2.1 和 2.2 节中介绍了对于单个物理片的加

密。在求解具体问题时，先确定需要加密的区域，

然后将这些区域的网格加密到所需的密度，最后找

到该区域中包含的原始网格中的物理片，这些物理

片就是被加密的物理片，在形成位移的总体近似时

将这些物理片上的局部近似用加密后网格上的分片

插值代替。 
例如图 5(a)显示了对于某个问题所布置的原始

网格，假定其中有两个区域的网格需要加密，图中

用粗线标出。左侧粗线圈出的区域需要的网格尺寸

约为原始网格尺寸的 1/2，而右侧粗线标出的区域

需要的网格尺寸为原始网格尺寸的 1/4，将网格加

密到需要的密度，如图 5(b)所示，并找到加密区域

中包含的原始网格中的物理片，这些物理片就是被

加密的物理片，它们对应的插值节点在图 5(b)中用

实心圆点标记。 
 

 

(a) 原始网格和需要加密的区域 

 

(b) 加密后的网格和被加密的物理片 

图 5  两个独立区域的加密 
Fig.5  Independent refinement of two regions 

 
如果局部区域奇异性非常强，需要的网格密度

非常大，一次加密难以使网格密度达到要求，可能

需要多次加密，重复上面一次加密的步骤，对于被

加密的物理片继续加密，就可以实现多次加密。具

体问题中，仍然是先确定需要加密的区域，再加密

网格，最后确定加密区域中包含的低一级的网格中

的物理片，用新网格上建立的分片光滑的插值代替

原来的局部近似函数。如此反复，可以实现多次加

密。 

D 

A B 

r 
E 

F G 

H 
C 

PM 
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图 6 显示了多次加密的过程。图 6(a)中每上面

一层网格是对下面一层网格中局部区域的加密，每

一次加密都将网格尺寸减半，下面两层网格中被加

密的物理片对应的节点用实心圆点标记。最下面的

网格经过上面两层加密后变成如图 6(b)所示的网

格。 
 

 

(a) 2 次加密过程和被加密的物理片 

 

(b) 2 次加密后的网格 

图 6  局部网格的 2 次加密 
Fig.6  Twice refinement of local mesh 

 

3  数值算例 

下面求解两个算例，其中都含有应变梯度比较

大的区域，这些区域的网格用上面所述的方法加密。

由于本文的重点是说明加密物理片方法的有效性，

因此，下面两个算例中是根据经验确定需要加密的

区域，后续的研究中将根据自适应的策略确定需要

加密的区域。 
3.1  含圆孔无线大板 

图 7(a)所示是一个含有圆孔并受单轴拉力的无

限大板，圆孔的半径 a =1 m，单轴拉力大小 =    
1 MPa，作用在与 x 轴平行的方向。考虑到对称性，

取有限部分的 1/4 作为计算区域，如图 7(b)所示。

由于对称性，限制左边和下边的法向位移为 0，右

边和上边施加解析应力约束，解析应力在式（3）～

（5）中，计算中所用的参数为弹性模量 E=1 MPa，
泊松比  =0.2。计算中本质边界条件使用罚函数法

施加，罚因子为 105 ，刚度矩阵计算时使用

Gauss-Legendre 积分。计算中假定模型处于平面应

力状态。 
 

  

(a) 原模型              (b) 计算模型和尺寸（单位：m） 

图 7  带圆孔无限大板 
Fig.7  Infinite plate with a circular hole  

 
用尺寸为 1 的正方形网格离散图 7(b)所示的模

型，对圆孔周围的网格进行加密，加密区域如图 8
所示，每次加密都将网格尺寸减小 1/2。图 8 中显

示的是加密 3 次后的网格。 
 

 

图 8  加密后网格（单位：m） 
Fig.8  Refined meshes (unit: m) 

 
2 4

2 4
3 31 cos2 cos4 cos4
2 2x

a a
r r

    

       
  

  

                                       （3） 
2 4
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1 3cos2 cos4 cos4
2 2y
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    

       
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                                        （4） 
2 4

2 4
1 3sin2 sin4 sin4
2 2xy

a a
r r

    

       
  

 （5） 

对于不同的局部网格加密次数，分别计算本

例，表 1 中列出了计算结果，其中，相对误差的计

算公式为 

3 

3

x 

 

r 

a 
0  

y 
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D

D
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∫
     （6） 

式中： N 为计算得到的数值应变向量； A 为解析

应变向量；D 为弹性矩阵。 
 

表 1  含圆孔无线大板计算结果 
Table 1  Numerical results of infinite plate  

with a circular hole 
加密次数 数值应变能 相对误差/% Rank 自由度数 

0 12.809 4 1.214 69 72 

1 12.910 5 0.434 147 150 

2 12.946 5 0.156 373 376 

3 12.958 5 0.064 1 219 1 222 

注：Rank为本质边界条件施加之前刚度矩阵的秩。 
 

从表 1 看出，施加本质边界条件之前，刚度矩

阵亏秩数始终为 3，因此，正确施加本质边界条件

之后可以得到满秩的刚度矩阵；随着圆孔附近的网

格密度增加，数值应变能逐渐增大，逐步趋近用解

析解得到的应变能 12.966；用能量范数表示的相对

误差逐渐减小，当网格加密 3 次时，已经非常接近

0。y 轴上主应力 x 和 x 轴上主应力 y 的变化情况

见图 9。从图 9 可以看出，y 轴上主应力 x 和 x 轴

上主应力 y 也逐渐趋近于解析解，收敛性良好。 
 

 

(a) y 轴上应力x 

 
(b) x 轴上应力y 

图 9  坐标轴上应力随网格加密次数的变化 
Fig.9  Variations of stresses on axes against  

refinement times of mesh 

3.2  马蹄形隧道 
现用本文的方法分析图 10 所示的马蹄形隧道

的模型。模型的尺寸已标注在图 10 中。弹性模量

E=1 MPa，泊松比 =0.2。左右边界上的水平力为

H =20 MPa，上边界上的竖向力为 V =10 MPa。假

定模型处于平面应变状态。 
 

 

图 10  马蹄形隧道模型 
Fig.10  Horseshoe-shaped tunnel 

 
布置如图 11 所示的均匀的正方形数学网格覆

盖模型，其中网格中正方形尺寸为 2。计算得到的

应力云图如图 12 所示。然后对于隧道附近的区域进

行两次加密，加密两次后的网格如图 13 所示。加密

后的网格上计算得到的应力云图如图 14 所示。从图

12、14 的对比可以看出，随着隧道附近局部区域的

网格密度增大，计算得到的应力精度逐步提高，云

图的光滑性增强。为了比较，在 Abaqus 中计算了

本例，Abaqus 中的网格密度与图 13 接近，应力云

图如图 15 所示。可以看出，图 14、15 中显示的结

果非常接近，说明我们的计算结果是合理的。此外，

图 16 给出了隧道拱顶（图 10 中 A 点）水平方向主

应力 x 的绝对值随着网格加密的变化趋势。可以看

出，随着网格密度增加，A 点 x 的绝对值逐渐增大，

但增加的速度逐渐放缓，收敛性良好。 
 

 

图 11  单层网格 
Fig.11  Single mesh layer 
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(a) x                            (b) y 

 

(c) xy 

图 12  单层网格计算得到的应力云图（单位: MPa） 
Fig.12  Contours of stress computed with single  

mesh layer (unit: MPa) 
 

 

图 13  局部加密 2 次后的网格 
Fig.13  Meshes with twice local refinement 

 

   

(a) x                            (b) y 

 

(c) xy 

图 14  3 层网格上计算得到的应力云图（单位：MPa） 
Fig.14  Contours of stress computed with three  

mesh layers (unit: MPa) 

         
(a) x                           (b) y 

 
(c) xy 

图 15  Abaqus 得到的应力云图（单位：MPa） 
Fig.15  Contours of stress computed with  

Abaqus (unit: MPa) 
 

 

图 16  A 点应力x的绝对值变化趋势 
Fig.16  Variation of absolute value of x at A  

 

4  结  论 

（1）针对数值流形法中网格局部加密和粗细网

格过度的困难，本文提出了数值流形法中局部结构

化网格加密的新方法——加密物理片。数值算例表

明，加密物理片的方法收敛性良好。而且，在没有

奇异物理片的情况下，对于平面问题，在施加本质

边界条件之前，刚度矩阵亏秩数都是 3。因此，只

要本质边界条件施加合理，刚度矩阵将是满秩的。

这是加密物理片方法一个重要的优点。 
（2）本文所提的方法具有很好的通用性，可以

方便地扩展到三维情况。另外，加密物理片的方法

可以用于 h 自适应分析中的局部网格加密，从而实

现结构化网格上的 h 自适应数值流形法。 
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